
tendeixi a infinit, el poĺıgon es va assemblant
més i més a un cercle. El mateix passa amb el
grup de simetries, passant d’un grup finit en
el cas discret del n-gon a un grup continu en el
cas del cercle. Això il.lustra la natura dels grups
lineals.

Durant la dècada dels seixanta, Tits va crear
un marc geomètric per estudiar els grups lineals.
En un sistema teòric extraordinari, donant noms
provinents de l’arquitectura a tots els concep-
tes, Tits podia donar una descripció geomètrica
d’estructures purament algebraiques. Crea els
buildings, els apartments i les galleries ; els noms
de les components de la construcció ajuden el
lector a crear una intüıció molt profitosa de
qüestions algebraiques dif́ıcils.

L’arquitectura de Tits no només és una cons-
trucció espectacular d’interès teòric. El Comitè
menciona diverses aplicacions d’aquesta cons-
trucció: La teoria de construccions és un principi
unificador central d’una varietat extraordinària
d’aplicacions, com per exemple a la classificació
de grups algebraics i grups de Lie, a grups finits
simples, a grups de Kac-Moody (utilitzats pels
f́ısics teòrics), a geometria combinatòria (utilit-
zada en informàtica) i a l’estudi del fenomen de
rigidesa en espais de curvatura negativa.

Un altre camp esmentat pel Comitè lliga els

dos homenatjats: L’aproximació a la geometria
de Tits va ser essencial en l’estudi i desenvolupa-
ment dels grups esporàdics, incloent el Monstre.

Un dels grups esporàdics està sovint relacio-
nat amb Tits: l’anomenat grup de Janko–Hall.
Tits va descriure aquest grup com el grup d’auto-
morfismes d’un graf de 100 vèrtexs i 1.800 ares-
tes. Aquest grup té ordre 604.800; sovint Tits fa
broma sobre aquest nombre: l’ordre 604.800 del
grup de Janko–Hall coincideix amb el nombre
de segons d’una setmana. Tits també té el seu
nom lligat a una altra branca de la teoria de
grups. Citant el Comitè: [Tits] també va establir
la cèlebre �alternativa de Tits�: tot grup lineal
finitament generat és virtualment resoluble o bé
conté una còpia del grup lliure amb dos gene-
radors. Aquest resultat ha inspirat nombroses
variacions i aplicacions.

Un grup virtualment resoluble és un grup
que conté un subgrup d’́ındex finit resoluble. Un
grup lliure amb dos generadors és generat per
aquests dos generadors, i no hi ha relacions en-
tre ells ni entre les seves potències. Per tant, si
un grup lineal finitament generat és tal que no
podem trobar dos generadors lliures, aleshores
com a mı́nim conté un subgrup resoluble d’́ındex
finit. L’alternativa de Tits és un altre resultat
profund i potent que il.lumina la teoria de grups.

Premi FSB 2007
�Lectures on determinantal ideals�
Rosa Maria Miró-Roig

La font clàssica sobre el tema d’ideals determi-
nantals ha estat, i segueix essent, el llibre Deter-
minantal Rings de Winfried Bruns i Udo Vetter,
publicat el 1988 i ara ja exhaurit (però dispo-
nible en ĺınia a [2]). Aquests autors comencen
amb l’observació �els anells i les varietats deter-
minantals han estat un tema central d’àlgebra
commutativa i de geometria algebraica. El seu
estudi ha atret molts investigadors prominents
i ha motivat la creació de teories que es poden
considerar en l’actualitat part de la teoria ge-
neral d’anells commutatius.� I continuen dient:
�són algebristes i, per tant, el tema serà tractat
des d’un punt de vista algebraic�.

Durant els aproximadament vint anys des
de la publicació del llibre de Bruns i Vetter, el
tema ha continuat inspirant força recerca i, de
fet, molta d’ella ha tingut més sabor geomètric
que no pas algebraic. Aquest nou i preciós llibre
escrit per Rosa Maria Miró-Roig proporciona
l’útil servei d’il.lustrar algunes de les direccions
geomètriques d’aquesta ĺınia de recerca, des de
la perspectiva d’un dels autors més actius en
aquesta aventura. Mentre que, certament, du-
rant aquest temps també s’ha fet molta recerca
en altres direccions, els temes coberts a la mono-
grafia són tractats de manera molt entenedora,
i donen al lector una idea acurada de la situació
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actual i de la bellesa d’aquest tema. És un text
molt clar, gairebé autocontingut, i força merei-
xedor del premi Ferran Sunyer i Balaguer 2007.
L’entusiasme de l’autora per a aquest tema hi
és ben palès.

En gran mesura, l’interès i la feina feta per
la Rosa Maria en aquesta àrea neix de la col-
laboració conjunta [8], que ella i jo vam escriure
juntament amb Jan Kleppe, Uwe Nagel i Chris
Peterson, encara que ha anat força més lluny
d’aquelles arrels inicials. Aquella col.laboració va
inspirar molts altres treballs de diversos autors,
entre els quals figura el seu llibre i un altre que
vaig escriure sobre teoria de l’enllaç i mòduls de
deficiència [9]. Mentre escric aquesta ressenya,
em vénen a la memòria les tres setmanes de
1997, quan tots cinc ens vam trobar a Barcelona
per a estudiar aquests temes, com un dels mo-
ments de treball més emocionants i entranyables
que mai he tingut: bons amics, bon menjar i
vi espanyols, i un bon ritme de progrés sobre
les qüestions que estàvem estudiant. Què millor
que tot això!

El tema general del treball de la Rosa Ma-
ria (tant en aquest llibre com en gran part dels
seus treballs d’investigació) són els subesque-
mes d’un espai projectiu Pn; per tant, tots els
ideals que estudia són homogenis (és a dir, ad-
meten un conjunt de generadors que consta
de polinomis homogenis) a l’anell de polinomis
R = K[x0, . . . , xn], on K és un cos algebraica-
ment tancat de caracteŕıstica zero.

El llibre de la Rosa Maria comença amb un
caṕıtol d’introducció. Primer explica resultats
bàsics sobre resolucions lliures minimals, fun-
cions i polinomis de Hilbert, esquemes ACM,
esquemes AG, ideals determinantals i teoria de
l’enllaç. Molt del material d’aquest caṕıtol (aix́ı
com també parts del segon i del tercer) es pot
trobar també a [9], referència no citada al lli-
bre de la Rosa Maria; el lector interessat pot
consultar també aquesta referència.

Donarem primer una breu visió de conjunt
d’aquest material bàsic, com qui fa una visita
de deu minuts al Museu del Prado.

Un subesquema, V , de l’espai projectiu es
defineix a través d’un ideal homogeni saturat
IV , o, equivalentment, a través del feix ideal IV .
Diem que V és aritmèticament Cohen-Macaulay
(ACM) si R/IV és un anell Cohen-Macaulay. Hi
ha una formulació equivalent donada per l’anul-
lació de la cohomologia H i(Pn, IV (t)) per a tot t

i per 1 ≤ i ≤ dim V , i una altra en termes de la
resolució lliure minimal de R/IV (concretament,
que la llargada d’aquesta resolució coincidei-
xi amb la codimensió de V ). Més generalment,
l’obstrucció de V per a ser ACM pot ser mesura-
da pels mòduls de deficiència

⊕
t H i(Pn, IV (t)),

per a 1 ≤ i ≤ dim V .
Diem que V és aritmèticament Gorenstein

(AG) si R/IV és un anell de Gorenstein. Equi-
valentment, V és AG si és ACM i l’últim mòdul
en la resolució lliure minimal de R/IV té rang 1.
En són un cas especial els V d’intersecció com-
pleta, i. e. quan la codimensió de V és igual al
nombre mı́nim de generadors de IV .

Com el seu nom suggereix, un ideal deter-
minantal Ir(A) és un ideal que estigui generat
pels menors r × r d’una matriu A amb entra-
des polinòmiques i mida p× q. Com que volem
ideals homogenis, exigim que la mateixa matriu
A sigui homogènia; és a dir, que A represen-
ti un morfisme de R-mòduls lliures graduats
φ : F → G de grau zero i, per tant, que els
seus menors siguin homogenis. Si els menors són
maximals, és a dir si r = max{p, q}, diem que
aquest ideal és determinantal estàndard. Si A
és una matriu m × m simètrica i homogènia
llavors Ir(A) s’anomena un ideal determinantal
simètric. De fet, en tots aquests casos hi ha una
suposició tècnica addicional sobre la codimensió
del locus (el lloc geomètric definit per aquests
menors), que no mencionarem aqúı. Comentem,
però, que imposant una condició encara més for-
ta sobre el locus d’una certa submatriu, obtenim
uns ideals determinantals estàndards especials
anomenats bons ideals determinantals.

Quan volem estudiar el locus a l’espai pro-
jectiu definit per un ideal determinantal de
qualsevol classe, ens referim a una varietat de-
terminantal o, més generalment, a un esque-
ma determinantal. Diverses varietats clàssiques,
com les varietats de Segre, els scrolls racio-
nals normals o les varietats de Veronese, són
exemples d’esquemes determinantals. La Ro-
sa Maria dóna tot el background necessari so-
bre ideals determinantals, incloent temes com
el complex d’Eagon-Northcott i el complex de
Buchsbaum-Rim. També introdueix els esque-
mes paramètrics W (b, a) per a esquemes deter-
minantals, que seran d’interès a la segona meitat
del llibre.

Aquests temes, especialment la noció d’es-
quemes AG, són centrals per a la teoria de
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l’enllaç. Des del punt de vista geomètric, dos
subesquemes es diu que estan G-enllaçats (resp.
CI-enllaçats) si són equidimensionals sense com-
ponents en comú, i la seva unió és AG (resp.
una intersecció completa). Hi ha una reformu-
lació algebraica, que ometrem aqúı, que evita
la necessitat de no tenir components en comú.
La relació d’equivalència generada per aquests
enllaços s’anomena G-liaison (resp. CI-liaison)
i, en ambdós casos, podem refinar-la considerant
la relació d’equivalència even liaison, generada
per quantitats parells dels esmentats enllaços.
(Una de les filosofies que sorgiren de [8] és pre-
cisament que l’even G-liaison és, en gran me-
sura, una teoria de divisors per a subesquemes
ACM. Aquest punt de vista ha estat llargament
desenvolupat des de llavors, principalment per
Hartshorne en una sèrie d’articles seus.)

En el cas de codimensió dos, moltes de les
idees esmentades s’expressen conjuntament d’u-
na manera particularment simple i elegant. Pri-
mer, en aquest context tots els esquemes AG
són interseccions completes. La resolució lliure
minimal de l’anell de coordenades R/IV d’un
esquema ACM de codimensió dos té llargada
dos i, per tant, té la forma

0 → F2
×A−→ F1 → R → R/IV → 0,

on rank F1 = rank F2 + 1. La matriu A s’anome-
na matriu de Hilbert-Burch de V , i el cèlebre
teorema de Hilbert i Burch diu que els menors
maximals de A formen un conjunt generador
minimal per a IV . Aix́ı, els esquemes ACM
de codimensió dos són sempre determinantals
estàndard. Això no és cert per a codimensions
superiors.

El caṕıtol 2 comença amb més resultats
bàsics sobre teoria de l’enllaç en codimensió
arbitrària. Aqúı la Rosa Maria descriu el com-
portament de certes resolucions localment lliu-
res de IV sota enllaç (utilitzant un argument
estàndard sobre mapping cones) i, com a con-
seqüència, descriu de quina manera els mòduls
de deficiència són invariants. És a dir, si V1 i V2

estan enllaçats, llavors els mòduls de deficiència
de V1 i V2 estan relacionats per una combinació
una mica tècnica de desplaçament, dualitat i
intercanvi d’́ındexs. I una conseqüència immedi-
ata n’és la invariància per enllaç de la propietat
ACM; això és central per a molts dels temes
d’aquest llibre. Una altra bonica i important
conseqüència és que si V1 i V2 estan parellament

enllaçats llavors hi ha un enter fix d tal que
H i(Pn, IV1(t)) ∼= H i(Pn, IV2(t + d)) per a tot
1 ≤ i ≤ dim V1 i tot t.

Un dels primers resultats importants sobre
teoria de l’enllaç diu que, en codimensió dos,
tots els esquemes ACM són a la classe de CI-
liaison d’una intersecció completa (i. e. són es-
quemes anomenats licci). Això és un resultat de
Gaeta [3] i d’Apery [1] per a corbes de P3, i de
Peskine i Szpiro [12] en general i en el llenguatge
modern d’esquemes; normalment es coneix com
a teorema de Gaeta. Un dels problemes que mo-
tivaren [8] fou el següent: fins a quin punt es pot
estendre a codimensió més alta, el teorema de
Gaeta que, per codimensió dos, diu que tots els
esquemes ACM són licci? Tal com la Rosa Ma-
ria explica detalladament en les primeres dues
seccions del caṕıtol 2, hi ha bastant a dir sobre
les classes de CI-liaison de subesquemes ACM
de codimensió ≥ 3. Un d’aquests resultats és el
fet que hi ha infinites classes de CI-liaison que
contenen esquemes determinantals estàndards.
Però en certa manera, un problema més prome-
tedor és el de determinar què es pot dir per a
G-liaison.

És encara una pregunta oberta de gran in-
terès si tots els esquemes ACM són a la classe
de G-liaison d’una intersecció completa (anome-
nats esquemes glicci). Se sap [10] que la resposta
és afirmativa llevat deformació, però més enllà
d’això no hi ha cap resultat general conegut.
Tanmateix una de les idees del nostre grup de
Barcelona fou que, en codimensió dos, és més
productiu pensar en els nostres esquemes com
a determinantals estàndard, més que com a es-
quemes ACM (tot i que són nocions equivalents
en aquell context). Això va portar a un dels
nostres resultats més interessants, generalitzant
directament el teorema de Gaeta: els ideals de-
terminantals estàndard són glicci en qualsevol
codimensió! L’última secció del caṕıtol 2 esbossa
la prova d’aquest resultat.

En matemàtiques, sovint es dóna el cas que
quan una pregunta oberta és massa dif́ıcil, es po-
den extreure idees mirant certs casos particulars
especialment interessants, fins i tot encara que
els mètodes usats siguin massa especials per a
esperar poder estendre’ls al cas general. Un d’a-
quests problemes oberts és el ja mencionat sobre
si els subesquemes ACM són glicci, i els ideals
determinantals estàndard van proporcionar una
primera classe àmplia molt interessant d’exem-
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ples. Una altra conjectura important en què els
ideals determinantals proporcionen també una
classe àmplia i interessant d’exemples és la con-
jectura de la multiplicitat, que ara expliquem.

Sigui R/I una àlgebra de Cohen-Macaulay
graduada, de codimensió c, i amb resolució lliure
minimal

0 → Fc → Fc−1 → · · ·
→ F2 → F1 → R → R/I → 0.

Cadascun d’aquests mòduls lliures és un sumand
directe de còpies torçades de R; en particular,
cada sumand és de la forma R(−a) per a algun
enter positiu a. Per a l’i-èsim mòdul lliure Fi,
denotem per mi el més petit d’aquests enters
positius, i per Mi el més gran. Denotem per
e(R/I) la multiplicitat de R/I —en el cas en
què I és l’ideal saturat d’un subesquema V de
Pn, e(R/I) és simplement el grau de V . Llavors
la conjectura de la multiplicitat diu que

1
c!

c∏
i=1

mi ≤ e(R/I) ≤ 1
c!

c∏
i=1

Mi. (1)

Aquesta és una bonica conjectura, que ha ins-
pirat molta recerca, però que roman oberta en
general per a codimensió ≥ 3. La conjectura es
deu a Herzog, Huneke i Srinivasan [5], i deriva
d’un resultat de Huneke i Miller [7], els quals
estudiaren el cas en què mi = Mi per a tot i (i. e.
quan R/I té una resolució pura) i provaren que
les dues desigualtats són igualtats en aquest cas.
La conjectura de multiplicitat estesa ([6], [11])
diu que, al contrari, si alguna de les desigualtats
de (1) és una igualtat, llavors l’altra també, i
R/I té una resolució pura.

Al caṕıtol 3 del seu llibre, la Rosa Maria trac-
ta la conjectura de la multiplicitat per a ideals
determinantals estàndard. Comença amb l’ar-
gument per a ideals determinantals estàndard
de codimensió 2, tractat originalment a [5], que
resol el cas ACM en codimensió 2. La conjectura
de la multiplicitat per a ideals determinantals
estàndard en codimensió arbitrària va ser demos-
trada per primer cop per la Rosa Maria mateix,
encara que poc temps després d’aparèixer el seu
preprint es resolia la conjectura de la multiplici-
tat estesa per a ideals determinantals estàndard
(independentment i gairebé simultània) a [6]
i [11]. Al caṕıtol 3 dóna una prova d’aquest
fet. En l’última mitja dècada s’han demostrat
molts altres casos especials i extensions de la

conjectura de la multiplicitat, però resoldre-la
completament roman un problema central i des-
afiador en àlgebra commutativa.

Gran part dels caṕıtols 4 i 5 es dediquen a
descriure el treball de la Rosa Maria amb Jan
Kleppe. El caṕıtol 4 tracta un aspecte comple-
tament diferent dels esquemes determinantals
estàndard: els seus esquemes de Hilbert corres-
ponents. Si hom fixa els graus de les entrades
d’una matriu homogènia (i. e. la matriu de grau)
i hom considera totes les possibles matrius ho-
mogènies amb la matriu de grau donada i els
esquemes que aquests ideals determinantals de-
fineixen, es pot demostrar que el corresponent
locus d’esquemes determinantals estàndard és
irreductible dins el seu esquema de Hilbert. La
Rosa Maria denota aquest lloc geomètric per
Ws(b, a). El lloc geomètric dels esquemes deter-
minantals bons és denotat per W (b, a).

Els tres problemes que s’estudien al caṕıtol 4
són els següents: 1) trobar la dimensió de W (b, a)
i de Ws(b, a); 2) determinar si la clausura de
W (b, a) és una component en el corresponent
esquema de Hilbert, i 3) és l’esquema de Hil-
bert corresponent genèricament llis al llarg de
W (b, a)? La Rosa Maria dóna solucions parcials
a aquests tres problemes.

El lector s’haurà fixat que no hem parlat en-
cara d’ideals determinantals simètrics. Aquests
es reserven per al caṕıtol 5, on Rosa Maria trac-
ta tots els problemes anteriorment esmentats
per al cas d’aquests ideals. Després de donar un
resultat parcial, cita un teorema de Gorla [4]
dient que tots aquests ideals són glicci. Respecte
la conjectura de la multiplicitat, demostra tot
un seguit de casos especials per a ideals deter-
minantals simètrics, incloent el cas dels menors
submaximals. Finalment, per a la llisor i dimen-
sió de l’esquema de Hilbert, demostra un seguit
de resultats parcials interessants i dif́ıcils, per
a esquemes determinantals simètrics, principal-
ment en el cas submaximal.

En resum, aquest llibre omple un buit amb
el seu enfocament geomètric de l’estudi dels ide-
als i esquemes determinantals. Recull diversos
problemes oberts importants sobre aquest tema
i descriu diversos aspectes interessants dels tre-
balls existents sobre aquests problemes. A més,
és essencialment autocontingut. Es va escriure
com una col.lecció estesa d’apunts d’una sèrie de
conferències de la Rosa Maria a l’Indian Institu-
te of Technology, a Mumbai. Com a tal, l’autora
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se centra en els aspectes d’aquests problemes
en els quals ha fet contribucions. Ha fet una
feina admirable en l’organització i exposició. La
meva única cŕıtica és que el llibre hauria estat
una referència més útil si la Rosa Maria hagués
inclòs més citacions de treballs relacionats per
al lector interessat (les seves llistes curtes a les
pàgines 8, 66 i 130 no són suficients). Però això
no és cap mancança seriosa, i ella mateixa l’ad-
met en la seva introducció. En la introducció
també expressa el seu desig que �el material
que escullo serà beneficiós i clarificador per al
lector.� En la meva opinió, donada la quanti-
tat de feina interessant, extensa i impressionant
que ha fet en aquesta àrea, ha aconseguit amb
escreix aquest objectiu. És una referència valu-
osa per a tothom interessat en aquests temes.
I, certament, tots els afortunats de tenir una
còpia del llibre de Bruns i Vetter poden reservar
el lloc adjacent de la prestatgeria per a aquest
llibre.
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